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ROZDZIAŁ 7.
NAUCZANIE PROBLEMOWE

W tym rozdziale zaproponowano takie sposoby przedstawiania problemów,
aby uczeń sam doszedł do ich rozwiązania. Zostanie też zaprezentowane,
jak stawiając odpowiednie zadanie, sprawić, żeby uczeń sformułował
twierdzenie bądź jego dowód.

Nauczanie problemowe to:
 1. Stworzenie sytuacji problemowej i jej analiza.
 2. Sformułowanie problemu, który powinien być rozwiązany.
 3. Formułowanie hipotez będących próbami wyjaśnienia podstawowego
problemu.

 4. Weryfikacja problemów w celu wyeliminowania mniej istotnych,
choć możliwych sytuacji.

 5. Sformułowanie wniosków i uogólnień.

7.1. Sytuacje problemowe
Poniżej przedstawiamy przykładowe tematy lekcji wraz z omówieniem
ich realizacji za pomocą nauczania problemowego.

Temat lekcji: Częstość a prawdopodobieństwo.

Niezbędne przybory:
 kreda, tablica,
 moneta (każdy ma np. monetę o nominale 1 zł).

Przykład przeprowadzenia zasadniczej części lekcji
Każdy z uczniów rzuca jeden raz monetą. Liczby wyrzuconych orłów
i reszek nauczyciel zapisuje na tablicy i oblicza częstości ich otrzymania.
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4 4 PORADNIK METODYCZNY DLA SZKOŁY PONADGIMNAZJALNEJ

Następnie uczniowie rzucają kolejny raz swoimi monetami, a nauczyciel
dodaje nowe liczby uzyskanych orłów i reszek do poprzednich wyników, po
czym ponownie oblicza odpowiednie częstości.

Doświadczenie jest powtarzane kilkakrotnie (np. dziesięciokrotnie).

Nauczyciel rozpoczyna dyskusję:
Co możemy powiedzieć o częstościach względnych tak obliczonych
liczb orłów i reszek? Jaka jest tendencja obserwowanych zmian?

Następnie na podstawie tego przykładu uczniowie pod nadzorem na-
uczyciela zauważają, że im więcej wykonają rzutów, tym częstości wyrzu-
cenia orła i reszki są bliższe wartości 0,5.

Nauczyciel wprowadza pojęcie klasycznej definicji prawdopodobień-
stwa, mówiąc, że jest to teoretyczny odpowiednik częstości względnej.

Temat lekcji: Zastosowanie rachunku różniczkowego w optymalizacji.

Przykład przeprowadzenia zasadniczej części lekcji
Puszka do napojów ma kształt walca, którego podstawa w kształcie
koła ma promień r. Pole powierzchni puszki (bez wieczka) jest równe
300  cm2. Ile centymetrów powinien mieć promień r, aby pojemność
puszki była maksymalna?

Nauczyciel w pierwszej kolejności wykonuje na tablicy rysunek:

r

h

Następnie wnioskuje:

Wiadomo, że 2 2 300r rh , więc 
2300

2
r

h
r

.

Stwierdza, że szukana jest maksymalna wartość wyrażenia:
2 maxV r h
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dla takich r, że 0h , tj. z przedziału 0,10 3 .

Należy zatem znaleźć maksimum funkcji:
2

2 2300 1 300
2 2

rV r r r r
r

.

Zapytani o metodę rozwiązania problemu uczniowie proponują oblicze-
nie pochodnej funkcji V r :

23
100

2
V r r .

W kolejnym kroku przyrównują otrzymaną pochodną do zera:
23

100 0
2

r , stąd 10r  lub 10r , przy czym drugi z wyników

należy odrzucić jako niezgodny z sensem geometrycznym symbolu r.
Teraz uczniowie pod nadzorem nauczyciela zauważają, że przy przej-

ściu przez punkt 10r  pochodna zmienia znak z dodatniego na ujem-
ny. Zgodnie z warunkiem dostatecznym oznacza to istnienie maksimum
lokalnego w punkcie 10r .

Formułowana jest odpowiedź końcowa: promień podstawy puszki
powinien wynosić 10 cm.

Temat lekcji: Przekroje sześcianu płaszczyznami.
Niezbędne przybory
Uczniowie mają przygotowane siatki sześcianów, ołówki i linijki. Nauczyciel
ma przygotowany duży szkielet sześcianu, na którym można pokazywać
odpowiednie przekroje. Ponadto dysponuje rysunkami odpowiednich
przekrojów, które może demonstrować. Dobrze byłoby, gdyby można
było przygotować ruchomą wizualizację (np. w programie Cabri na ta-
blicy multimedialnej).

Przebieg lekcji
 1. Przekroje sześcianu zawierające przekątną ustalonej ściany sześcianu.
Uczniowie badają, jaką figurą może być w tym przypadku przekrój.
Ustalają, jaka jest zależność kształtu przekroju od kąta nachylenia płasz-

czyzny przekroju do płaszczyzny ustalonej ściany sześcianu.
Znajdują przekrój o największym polu.
Zaznaczają na siatce sześcianu odcinki wspólne powierzchni sześcianu

i płaszczyzny przekroju.
Konfrontują otrzymane wyniki z przykładem 3. z podręcznika (roz-

dział 3.6).
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 2. Przekroje płaszczyzną prostopadłą do przekątnej sześcianu.
Uczniowie zauważają, że przekrojem może być trójkąt lub sześciokąt.
Nanoszą wierzchołki otrzymanego w przekroju trójkąta na siatkę sze-

ścianu. Pada pytanie, jak przemieszczają się te punkty wzdłuż krawędzi
sześcianu, gdy zmienia się położenie płaszczyzny tnącej.

Uczniowie znajdują największe pole przekroju trójkątnego.
 3. Uczniowie badają, jakim wielokątem może być przekrój sześcianu
płaszczyzną, i demonstrują odpowiednie przekroje na szkielecie
sześcianu.

7.2. Sposoby wprowadzania twierdzeń
Twierdzenia w matematyce szkolnej można wprowadzać w sposób pro-
blemowy.

Temat lekcji: Prawdopodobieństwo całkowite.

Przykład przeprowadzenia zasadniczej części lekcji (podręcznik, s. 40,
przykład 1.)
Nauczyciel podczas lekcji będzie wprowadzał twierdzenie mówiące o praw-
dopodobieństwie całkowitym.

Nauczyciel zapisuje przykład na tablicy, a następnie wprowadza sto-
sowne oznaczenia.

Następnie zapisuje na tablicy:

2 2 2 1 1 2 1 2 1A A A A B A A A B .
Nauczyciel nakierowuje odpowiednio uczniów, by doszli do wniosku,

który płynie z faktu, że zdarzenia 2 1A A  i 2 1A B  się wykluczają.
Uczniowie pod nadzorem nauczyciela zauważają, że z powyższego faktu

wynika: 2 2 1 2 1P A P A A P A B .
Nauczyciel naprowadza uczniów, podsuwając możliwość wykorzystania

wzoru na prawdopodobieństwo łącznego zajścia dwóch zdarzeń:

2 2 1 2 1 1 2 1 1 2 1P A P A A P A B P A P A A P B P A B

Uczniowie uogólniają powyższy przykład na n zdarzeń. Nauczyciel formułuje
twierdzenie o prawdopodobieństwie całkowitym.
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Temat lekcji: Monotoniczność funkcji.

Przykład przeprowadzenia zasadniczej części lekcji
Nauczyciel przypomina z poprzednich lekcji definicję:

Styczną w punkcie 0 0,x f x  do wykresu funkcji f różniczkowalnej

w punkcie 0x  nazywamy prostą o równaniu

1 0

1 0
0 0

1 0

lim
x x

f x f x
y f x x x

x x
 (o ile ta granica istnieje).

Następnie nauczyciel sugeruje uczniom, aby wskazali współczynnik
kierunkowy tej stycznej i przypomnieli, jaka jest interpretacja geome-
tryczna tego współczynnika. Uczniowie zauważają, że współczynnik kie-
runkowy stycznej do wykresu funkcji f jest pochodną funkcji f w punkcie
styczności.

W kolejnym kroku nauczyciel rysuje wykresy funkcji rosnącej i ma-
lejącej na przedziale ,a b :

a b x

y

O a b x

y

O

Następnie naprowadza uczniów, sugerując określenie znaku współczyn-
ników kierunkowych stycznych w obu powyższych przypadkach.

Uczniowie pod nadzorem nauczyciela formułują twierdzenie:
Jeśli funkcja różniczkowalna f określona na przedziale ,a b  ma

pochodną dodatnią (ujemną) w całym przedziale ,a b , to jest
w tym przedziale rosnąca (malejąca).
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